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1 Введение

Широко известно, что симметриям действия соответствуют сохраняющие-
ся величины. В теории поля это приводят к существованию сохраняющихся
токов, таких что ∂µj

µ ≈ 0, где ≈ означает равенство при выполнении урав-
нений движения. Интегрирование таких токов по пространственному объёму
даёт не зависющую от времени величину, называемую зарядом. Однако, если
попытаться найти сохраняющийся ток для калибровочных преобразований
по стандартной схеме, то он окажется эквивалентным тривиальному и не
приведёт к ненулевому закону сохранения.

Исследования, посвящённые сохраняющимся величинам, отвечающим ка-
либровочным преобразованиям, привели к так называемым законам сохра-
нения низших порядков (lower degree conservation laws), которые позволяют
определить сохраняющийся заряд интегрируя не по объёму, а по поверхности
[1, 2]. В частности закон сохраения заряда в электродинамике может быть по-
лучен из калибровочной инвариантности электромагнитного поля. Изучению
аналогичных объектов, но в более сложных теориях и посвящена эта рабо-
та. Такой подход в последнее время вызывает интерес, поскольку позволяет
определить законы сохранения для полей на пространствах с границами или
с ассимптотическими симметриями в таких теориях как электромагнетизм
[3], теория Янга-Миллса [1], гравитация [4], теория высших спинов [5, 6] и
прочие.

В работе объясняется концепция поверхностных зарядов и описываются
общие способы их построения. Приводятся явные выражения для поверх-
ностных зарядов в различных теориях. Ниже объясняется мотивация для
изучения поверхностных зарядов, а также приводится явное вычисление для
самой известной калибровочной теории - электродинамики Максвелла. В гла-
ве 2 приводятся математические сведения об описании лагранжевых теорий,
необходимые для построения поверхностных зарядов в нелинейных теориях.

Глава 3 посвящена поверхностным зарядам в различных теориях. Для гра-
витации Эйнштейна приводится явное выражение для поверхностного заря-
да. Также рассматривается свободной теория высших спинов на AdS [7]. Она
представляет интерес, поскольку является линеаризацией нелинейной теории
взаимодействующих высших спинов [8, 9]. Более подробный обзор можно най-
ти в [10]. С помощью описания AdS полей в терминах объемлющего простран-
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ства выражение для поверхностных зарядов получается более коротким, чем
его более ранние аналоги [5].

1.1 Теорема Нётер и калибровочные преобразования

Метод построения сохраняющихся величин, отвечающих глобальным сим-
метриям широко известен и носит название метода Нётер, а сам результат
(взаимно однозначное соответствие) называется теоремой Нётер. Точная фор-
мулировка звучит так [11]: пусть дана физическая теория, описываемая плот-
ностью лагранжиана L, допускающая глобальные симметрии. Тогда суще-
ствует взаимно однозначное соответствие между:
1) Классом эквивалентности глобальных непрерывных симметрий L.
2) Классом эквивалентности n − 1 форм j, таких что dj ≈ 0 на уравнениях
движения (токами Нётер).

Мы считаем две глобальные симметрии L эквивалентными, если они отли-
чаются на калибровочное преобразование. Два тока эквивалентны, если они
связаны соотношением:

j′µ = jµ + ∂νk
[µν] + tµ (1)

где k[µν] - кососимметричный тензор, а tµ ≈ 0 на уравнениях движения.
Попробуем применить обычный метод [12] для построения сохраняющихся

зарядов для калибровочного преобразования в простейшей теории - электро-
магнетизме, лагранжиан которого имеет вид: L = −1

4 FµνF
µν, а Fµν опреде-

лено как Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

Калибровочное преобразование имеет вид

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µλ(x) (2)

и соответствующая ему вариация лагранжиана оказывается равной:

0 = δL = ∂µλ
∂L

∂Aµ
+ ∂ν∂µλ

∂L

∂ ∂νAµ
= (∂ν∂µλ)F

µν = ∂ν(∂µλF
µν)− (∂νF

µν)∂µλ

(3)
Где во втором равенстве мы воспользовались разложением лагранжиана в

первом порядке, а в четвёртом - правилом Лейбница. Слагаемое (∂νF µν)∂µλ ≈
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0, поэтому на уравнениях движения должно выполняться:

∂ν(F
µν∂µλ) ≈ 0 (4)

В итоге мы получили величину

jν = (∂µλ)F
µν (5)

удовлетворяющую условию:
∂νj

ν ≈ 0 (6)

то есть такую, которую в обычном случае следовало бы назвать сохраняю-
щимся током.

Посмотрим на это выражение более внимательно. Снова воспользуемся
правилом Лейбница:

jν = ∂µ(λF
µν)− λ∂µF

µν (7)

В соответствии с нашим определением (1), такой ток эквивалентен три-
виальному, так как состоит из производной от кососимметричного тензо-
ра k[µν] = λF µν и слагаемого, равного нулю на уравнениях движения tν =

λ∂µF
µν ≈ 0, то есть не определяет никакой сохраняющейся величины.

Можно догадаться, как найти сохраняющуюся величину, соответствующую
калибровочному преобразованию, если, игнорируя тривиальность тока, попы-
таться получить из него заряд:

H =

∫
Σ

(dn−1x)νj
ν ≈

∫
∂Σ

(dn−2x)µνk
[µν] =

∫
∂Σ

(dn−2x)µνλF
µν (8)

Отсюда видно, что то, что в обычных условиях было бы сохраняющимся
зарядом, для калибровочного преобразования оказывается интегралом по по-
верхности, что и приводит нас к концепции поверхностных зарядов. Однако
этот интеграл зависит и от конкретного выбора калибровочного преобразо-
вания и от поверхности интегрирования. Обе этих неприятности могут быть
устранены при наложении должных условий на калибровочные параметры.
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1.2 Поверхностные заряды

В теории поля с набором полей φi, описываемой лагранжианом L рассмот-
рим такой объект k, зависящий от полей, что dk = ∂µk

[µν](dn−1x)ν ≈ 0. Тогда
интеграл ∫

∂Σ

(dn−2x)µνk
[µν] =

∫
∂Σ

k (9)

однозначно определяется формой k и не зависит от поверхности интегриро-
вания.

Форму k, зависящую от полей, удовлетворяющую условию dk ≈ 0 мы будем
называть поверхностным зарядом.

Существует обобщение теоремы Нётер, которое фокусируется не на со-
храняющихся токах, а на сохраняющихся поверхностных зарядах ((n − 2)-
формах). Её формулировка звучит так [11]:

Пусть дана физическая теория, описываемая плотностью Лагранжиана
L, обладающая калибровочной симметрией. Тогда существует взаимно од-
нозначное соответствие между:
1) Классом эквивалентности нетривиальных глобальных параметров приво-
димости f(xµ)

2) Классом эквивалентности (n− 2)-форм k, которые на уравнениях движе-
ния удовлетворяют равенству dk ≈ 0.

Глобальные параметры приводимости - такие параметры калибровочных
преобразований, что при действии калибровочным преобразованием с этим
параметрами, поля не меняются, т.е. δfφi ≈ 0. Два параметра эквивалентны,
если они равны на уравнениях движения, т. е. если f ≈ f ′.
Две (n− 2)-формы эквивалентны, если на уравнениях движения они отлича-
ются на dI, где I - (n− 3)-форма

Посмотрим, к чему приведёт эта теорема в случае электродинамики: усло-
вие δλAµ ≈ 0 означает, что ∂µλ = 0, то есть λ = c. Где c - некоторая константа.
Тогда поверхностный заряд перейдёт в k[µν] = cF µν, и, соответственно, сам
заряд (при выборе поверхности интегрирования при r = const и t = const)
перейдёт в:

Hc = c

∫
S

EdS (10)

Строго говоря, нами получено однопараметрическое семейство зарядов Hc,
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параметризованное параметром c. Настоящий заряд это "генератор"этого се-
мейства

H =
∂Hc

∂c
=

∫
S

EdS (11)

Сопоставляя эту формулу с теоремой Гаусса, можно увидеть, что определён-
ный таким образом заряд совпадает с электрическим.

2 Математическое описание

2.1 Вариационный бикомплекс

Для работы с лагранжевыми теориями принято использовать язык вариа-
ционного бикомплекса, который оказывается удобен для описания вариаци-
онных задач и в особенности законов сохранения[13, 14]. Используется следу-
ющий подход: пространство-время представляется как некоторое (n-мерное)
многообразие M . Для каждой точки пространства, множество всех возмож-
ных значений поля в этой точке образует некоторое другое многообразие U .
Множество возможных точек пространства и множество возможных значе-
ний в них выглядит как некоторое новое многообразие E, в котором коорди-
натами являются (xµ, φi) координат точек и значений полей. В этом много-
образии есть естественный оператор проецирования π, который отображает
E → M . В каждой карте на M ограничение многообразия E на эту карту
выглядит как V × U , где V - карта на M. Такая конструкция называется
локально-тривиальным расслоением π : E → M , многообразие M - базой,
многообразие U - типичным слоем.

Отображение s, которое точками с координатами xµ на M ставит в соот-
ветствие точки на E с координатами (xµ, si(x)) называется сечением расслое-
ния E. Поля, с которыми мы будем иметь дело, представляются как сечения
некоторых расслоений.

Для расслоения множество всех его сечений и производных до n-ного по-
рядка образуют пространство струй n-ного порядка JnY . Координатами на
этом многообразии будут (xµ, φi, φi

µ, φ
i
µν, ...), где

φi = si(x) φi
µ = ∂µs

i(x) φi
µν = ∂µ∂νs

i(x) (12)
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Нас будет интересовать J∞Y . Это тоже многообразие, оно имеет есте-
ственную структуру расслоения:
π∞ : (xµ, φi, φi

µ, φ
i
µν, ...) → xµ. На этом многообразии можно задать диффе-

ренциальные формы. Базис для этих дифференциальных форм состоит из
dxµ, dφi, dφi

µ, dφ
i
µν, .... Удобно ввести касательные формы dvφ, определяемые

выражениями:
dvφ

i
(µ) = dφi

(µ) − φi
(µ)αdx

α (13)

Форма, в которой r раз встречается dxµ и s раз встречается dvφ
i
(µ) называется

(r, s) формой. Общий ранг формы это p = r + s. Теперь действие оператора
де Рама d, переводящего p форму в p + 1 форму, распадается на два: dh,
превращающего (r, s) форму в (r + 1, s) форму и dv, превращающего (r, s)

форму в (r, s + 1) форму. Таким образом d = dh + dv. Так как d2 = 0, то из
такого разбиения следует, что:

d2h = 0 (14)

dhdv = −dvdh (15)

d2v = 0 (16)

В явном виде операторы dh и dv даются выражениям:

dhf = (
∂f

∂xµ
+

∂f

∂φi
θiµ +

∂f

∂φi
ν

φi
µν + ...)dxµ = Dµfdx

µ (17)

dvf =
∂f

∂φi
dvφ

i +
∂f

∂φi
µ

dvφ
i
µ + ... (18)

В таком случае плотность лагранжиана L определяет (n, 0) форму L =

Ldnx.

2.2 Описание симметрий теории

Для нахождения поверхностных зарядов, нас будут интересовать симмет-
рии теории, описываемой на языке вариационного бикомплекса. Симметрии
характеризуются преобразованиями, которые сохраняют действие. Инфини-
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тоземальное преобразование в J0Y имеет вид:

x′µ → xµ + ξµ(x)

φ′i → φi + bi(x, [φ])
(19)

Такие преобразования порождают векторное поле v = ξµ ∂
∂xµ + bi ∂

∂φi . При
переходе к рассмотрению функций на J∞Y это векторное поле необходимо
"продлить". Продолжение будет иметь вид [15]:

v̄ = ξµDµ +D(µ)Q
i ∂

∂φi
(µ)

(20)

Где Qi = bi − ξµφi
µ - характеристика векторного поля v. На формы на J∞Y

это векторное поле будет действовать производной Ли. По определению [13]:

Lv̄ω = ιv̄dω + dιv̄ω (21)

Инвариантность формы ω относительно действия векторного поля v̄ озна-
чает, что:

Lv̄ω = 0 (22)

В дальнейшем будет удобно разделять векторное поле v̄ на горизонталь-
ную ξµDµ и вертикальную ∂(µ)Q

i ∂
∂φi

(µ)
части. С таким разделением условие

инвариантности Lv̄ω = 0 можно переписать в виде:

Lξω = L−Qω (23)

Где введены следующие обозначения:

Lξ = dhιξ + ιξdh (24)

L−Q = dvι−Q + ι−Qdv (25)

При этом подстановка вектора ξ определена как (горизонтальная подста-
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новка):

ιξ = ξµ
∂

∂dxµ
(26)

А вектора −Q как (вертикальная подстановка):

ι−Q = ∂(µ)(−Qi)
∂

∂dvφi
(µ)

(27)

Нас интересует (n,0) форма Лагранжиана и для неё можно ещё больше
упростить выражение (23) в силу того, что ι−QL = 0 (пространство (n, -1)
форм пусто) и dhL = 0 (пространство (n+1, 0) форм пусто). Таким образом,
условие инвариантности L относительно некоторого преобразования можно
представить в виде:

ι−Q(dvL) = dh(ιξL) (28)

Для сокращения записи удобно ввести оператор δQ = ιQdv, который в яв-
ном виде будет действовать как

δQ = ∂(µ)Q
i ∂

∂φi
(µ)

(29)

В таких обозначениях, условием того, что некоторое преобразование явля-
ется симметрией лагранжиана является то, что

δQL = ∂µκ
µ (30)

Важным свойством оператора δQ является выполнение следующего равен-
ства для любого функционала Ξ:

δQΞ = Qi δΞ

δφi
+ ∂µΘ

µ(Q,Ξ) (31)

Где под δ
δφi подразумевается производная Эйлера-Лагранжа. Оно получается

путём многократного применения правила Лейбница и последующей группи-
ровке слагаемых, оказавшихся под производной.

Если теперь в качестве функционала Ξ выбрать лагранжиан L, и опреде-
лить ток как jµ = κµ−Θµ, то он будет сохраняться на уравнениях движения,
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поскольку:

∂µj
µ = Qi δL

δφi
≈ 0 (32)

2.3 От параметров приводимости к поверхностным за-

рядам

Для описания действия калибровочного преобразования введём следующие
обозначения: пусть
fα - параметры калибровочного преобразования.
Ri

α =
∑

R
i(µ1µ2...µn)
α ∂µ1

∂µ2
...∂µn

= R
i(µ)
α ∂(µ) - некоторые операторы, определяю-

щие соответствующее калибровочное преобразование, то есть

δRi
f
φ = Ri

α(f
α) = Ri

f (33)

В силу определения калибровочного преобразования для него выполнено:

Ri
f

δL

δϕi
= ∂µj

µ
f (34)

Так как это равенство выполнено для всех f, то при взятии производной
Эйлера-Лагранжа мы получим ноль справа, а слева:

R+i
α

δL

δϕi
= 0 (35)

Где операторы R+i
α - операторы, сопряжённые к Ri

α:

R+i
α (Wi) =

∑
(−1)n∂µ1

∂µ2
...∂µn

(Ri(µ1µ2...µn)
α Wi) (36)

то есть оператор R+i
α получается из Ri

α путём "интегрирования по частям"и
"отбрасыванием граничного члена".

В дальнейшем нам будет необходимо следующее свойство операторов Ri
α:

пусть Wi, fα - некоторые наборы функций. Тогда для них верно следующее
соотношение:

WiR
i
α(f

α) = fαR+i
α (Wi) + ∂µS

µi
α (Wi, f

α) (37)

Например, если в в Ri
α содержатся только f и её первые производные:
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(Ri()
α fα +Riµ

α ∂µf
α)Wi = fαRi()

α Wi − fα∂µ(R
iµWi) + ∂µ(f

αRiµ
α Wi) =

= fαR+i
α (W ) + ∂µS

iµ
α [fα,Wi] (38)

Выбирая теперь Wi =
δL
δφi , в силу соотношения (35), получим:

δL

δφi
Ri

f = ∂µS
µ (39)

Параметры приводимости (reducibility parameters) - такие параметры ка-
либровочных преобразований, что вариация полей при их действии равны
нулю на уравнениях движения, т.е:

δRi
f
φi = Ri

α(f
α) ≈ 0 ⇐⇒ Ri

α(f
α) = −∂(µ)

(
M [j(ν)i(µ)]∂(ν)

δL

δϕj

)
(40)

Для антисимметричного по (i, j) набора функций M [j(ν)i(µ)]. Для сокращения
записей нам будет удобно ввести следующие операторы:

M+ji(Wj) = (−∂)(µ)(M
[j(ν)i(µ)]∂(ν)Wj) (41)

M ji(Wj, Ui) = ∂(ν)WjM
j(ν)i(µ)∂(µ)Ui (42)

M+ji(Wj, Ui) = (−∂)(µ)(UiM
[j(ν)i(µ)]∂(ν)Wj) (43)

Тогда равенство (40) можно сокращённо записать в виде:

Ri
α(f

α) = M+ji

(
δL

δϕj

)
(44)

Домножим это определение на δL
δφi слева и справа. В силу формулы (39),

слагаемое Ri
α(f

α) δL
δφi = ∂µS

iµ( δL
δφi , f). Поэтому:

∂µS
iµ

(
δL

δφi

)
= M+ji

(
δL

δφj

)
δL

δφi
= (−∂)(µ)[M

[j(ν)i(µ)] δL

δφj
]
δL

δφi
= (45)

−∂µM
µji

(
δL

δφj
,
δL

δφi

)
+M [j(ν)i(µ)]∂(ν)

δL

δφj
∂(µ)

δL

δφi
= −∂µM

µji

(
δL

δφj
,
δL

δφi

)
11



Здесь использовано правило Лейбница при переходе через третье равенство
и антисимметричность M при переходе через четвёртое. Таким образом мы
получаем, что:

∂µ

(
Siµ(

δL

δφi
, f) +Mµji(

δL

δφj
,
δL

δφi
)

)
= 0 (46)

Что позволяет нам ввести ток как:

jµ = Siµ(
δL

δφi
, f) +Mµji(

δL

δφj
,
δL

δφi
) (47)

Который удовлетворяет соотношению ∂µj
µ = 0, что в силу алгебраической

леммы Пуанкаре означает, что jµ = ∂νk
[µν].

2.4 Линеаризация

Как можно было заметить, простой вывод поверхностного заряда в слу-
чае электродинамики был возможен из-за того, что теория была линейной. В
случае, если теория нелинейная, то можно зафиксировать некоторое фоно-
вое решение ϕ̄i и рассмотреть возбуждения над ним. Тогда симметрии фона
будут определять симметрии линеаризованной теории [11]. Чтобы показать
это, разложим лагранжиан в ряд по φ:

L[ϕ̄i + φi] = L[ϕ̄i] + φi
(µ)

∂L

∂φi
(µ)

∣∣∣∣∣
ϕ̄

+ Lfree[φ] + ... (48)

После разложения L[ϕ̄i] - просто число, не влияющее на уравнения движе-
ния поля φ; φi

(µ)
∂L

∂φi
(µ)

- полная производная, также не влияющая на уравнения

движения; Lfree[φ] - первый значимый (пропорциональный φ2) член.
Полная теория калибровочная по предположению, а значит для неё выпол-

нено условие:

Ri
α(f

α)
δL

δϕi
= ∂µS

iµ(
δL

δϕi
, f) (49)

Это соотношение тоже можно разложить в ряд по φ, тогда первый нену-
левой вклад (снова квадратичный по φ) будет иметь вид:

Ri[ϕ̄]α(f
α[ϕ̄])

δLfree

δφi
= ∂µS

iµ(
δLfree

δφi
, f [ϕ̄]) (50)
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Это означает, что линеаризованная теория с лагранжианом Lfree калибро-
вочно инвариантна относительно преобразования δRi

f
φi = Ri

α[ϕ̄](f
α[ϕ̄]). Усло-

вие того, что какой-то параметр g является параметром приводимости лине-
аризованной теории выглядит как:

Ri
α[ϕ̄](g

α) ≈ 0 (51)

Здесь под ≈ подразумевается удовлетворение уравнений движения лине-
аризованной теории. Если фоновое решение таково, что допускает решения
уравнений Ri[ϕ̄]α(f

α[ϕ̄]) = 0, то gα = fα[ϕ̄] - параметры приводимости лине-
аризованной теории.

3 Поверхностные заряды в различных теориях

3.1 Поверхностные заряды в общековариантных теори-

ях

Если рассматривается общековариантная теория, то диффеоморфизмы вхо-
дят в число её калибровочных преобразований, при этом каждый из них будет
задаваться некоторым вектором ξµ. Будем придерживаться активной точки
зрения на диффеоморфизмы, то есть будем считать, что при преобразовании
точка с координатами xµ переходит в новую точку с координатами x′µ(xµ) в
той же системе координат, т.е:

x′µ = xµ + ξµ (52)

При таком преобразовании метрика должна преобразовываться по соответ-
ствующему тензорному преобразованию:

g′µν(x+ ξ) =
∂xλ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
gλρ = (δλµ − ∂µξ

λ)(δρν − ∂νξ
ρ)gλρ =

= gµν(x)− ∂µξ
λgλν − ∂νξ

λgλµ (53)

Изменение же значения величины gµν в точке x оказывается равным:

g′µν(x)− gµν(x) = −∂µξ
λgλν − ∂νξ

λgλµ − ξλ∂λgµν (54)
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В соответствии с обозначениями выше (19), это означает, что bµν = −∂µξ
λgλν−

∂νξ
λgλµ. А соответствующая характеристика Q оказывается равной:

Qµν = bµν − ξλ∂λgµν = −∂µξ
λgλν − ∂νξ

λgλµ − ξλ∂λgµν (55)

Что совпадает с определением обычной производной Ли от тензора второго
ранга c обратным знаком. Поэтому мы будем обозначать его соответствующе:
Qµν = −Lξgµν. Для любого другого поля мы воспользуемся тем же обозначе-
нием: Qi = −Lξφ

i

Возвращаясь к полученному уже уравнению (28), запишем условие инва-
риантности лагранжиана:

dh(ιξL) = ι−Q(dvL) (56)

Выражение для dvL известно (первая вариационная формула) [13, 16]

dvL = Eid
nxθi + dhΘ (57)

Где Ei = δL
δϕi - левая часть уравнений движения (Эйлера-Лагранжа), Θ -

(n− 1, 1) форма, называемая пресимплектическим потенциалом.
В силу утверждения (39) ι−QE = dh(Sξ)

Тогда получим:
dh(ιξL) = dh(Sξ + ι−QΘ) (58)

Откуда следует, что:

dh(ιξL − Sξ − ι−QΘ) = 0 (59)

То есть при введении тока Jξ = ιξL − ι−QΘ мы получим:

dhJξ = dhSξ ≈ 0 (60)

Из этого следует, что Jξ = Sξ + dhQξ.
По определению положим:

ω = dvΘ (61)

Это (n− 1, 2) форма, называемая пресимплектической формой.
Для калибровочных теорий рассматривается дополненный вариационный
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бикомплекс (augmented variational bicomplex [17]), в котором переменными
являются не только изначальные поля φi, но и несколько копий калибро-
вочных параметров fa (в нашем случае это означает, что координатами на
слое являются не только gµν, но gµν и ξµa , индекс a нумерует копии калибро-
вочного параметра). В таком случае можно ввести оператор горизонтальной
гомотопии Iξ, удовлетворяющий следующему соотношению (ω - (r,s) форма
и 0 ≤ r ≤ n− 1) [17]:

Ir+1
ξ (dhωξ) + dh(I

r
ξωξ) = ωξ (62)

При этом Irξ даётся выражением:

Irξωξ =
|µ|+ 1

n− r + |µ|+ 1
∂(µ)(ξ

ν δ

δξν(µ)λ

∂ωξ

∂dxλ
) (63)

где |µ| означает длину мультииндекса. Подействуем оператором Inξ на dh(Jξ−
Sξ). Получим:

0 = Inξ dh(Jξ − Sξ) = Jξ − Sξ − dhI
n−1
ξ (Jξ − Sξ) (64)

Это значит, что в соответствии с нашим определением, Qξ даётся выра-
жением In−1

ξ (Jξ − Sξ). Учтём, что в рассматриваемом случае мы действуем
на (n-1, 0) формы и упростим результат, выделив в нём отдельно члены с
производными более высокого порядка:

In−1
ξ (Jξ − Sξ) = ξν

∂

∂∂µξν
∂

∂dxµ
(Jξ − Sξ) + higher derivative terms (65)

Так как Sξ и ιξL не содержат в себе производной от ξ, Qξ даётся выражением:

Qξ = −Iξ(ι−QΘ) (66)

Величина Qξ называется поверхностным зарядом Нётер-Вальда и может быть
интересна сама по себе. Так, в работе [18] показано, что с её помощью можно
определить энтропию чёрной дыры. Также там приводится общее выражение
для вида этого заряда.
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В [16] показывается, что выполнено следующее соотношение:

ι−Qω ≈ dhkξ (67)

Где kξ - (n-2, 1) форма. При этом kξ даётся выражением, содержащим ранее
определённые величины: Qξ и Θ

kξ = −dvQξ + ι−QΘ+ total derivative (68)

Полученная (n-2, 1) форма k задаёт поверхностный заряд в линеаризованной
теории. Для того, чтобы получить непосредственно сохраняющуюся величи-
ну, необходимо подставить решение линеаризованных уравнений движения
в вертикальную часть этой формы, т.е. если некоторой конфигурации поля
ϕ̄ заряд H, а dφ является решением линеаризованных уравнений движения
около фона ϕ̄, то конфигурации ϕ̄+ dφ соответствует заряд H + δH, причём
δH даётся выражением:

δH[ϕ̄, dφ] =

∫
S

ιdφk (69)

3.1.1 Явное вычисление для метрики Шварцшильда

Воспользуемся полученным результатом для Лагранжиана Эйнштейна -
Гильберта:

L =
1

16πG

√
−gR (70)

Калибровочное преобразование имеет вид:

δξgµν = ∇µξν +∇νξµ (71)

Явным вычислением, можно показать, что:

Θµ[δξg; g] =

√
−g

16πG
(2∇ν∇(µξν) − 2∇µ∇νξ

ν) (72)

Qξ = −IξΘ[δξg; g] =

√
−g

8πG
∇µξν(dn−2x)µν (73)

Что при подстановке в формулу (68), даёт нам явное выражение для (n-
2,1)-формы поверхностного заряда в теории Эйнштейна-Гильберта:
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kξ[g;h] =

√
−g

8πG
(dn−2x)µν(ξ

µ∇σh
νσ − ξµ∇νh+ ξσ∇νhµσ +

1

2
h∇νξµ − hρν∇ρξ

µ)

(74)
Рассмотрим, к чему приведёт нас это выражение для метрики Шварцшильда:

ds2[m] = −(1− 2m

r
)dt2 + (1− 2m

r
)−1dr2 + r2dΩ2 (75)

В этом однопараметрическом семействе метрик, задаваемых массой m, вы-
ступающей в роли параметра, возмущение будет определяться изменением
этого самого параметра:

hµν = δgµν =
∂gµν
∂m

δm (76)

Явным вычислением легко показать, что:

δgµνdx
µdxν =

2δm

r
dt2 +

2δm

r
(1− 2m

r
)−2dr2 (77)

Выбирая вектор ξ = ∂t, получим выражение для приращения заряда при
увеличении параметра m:

δHξ =

∫
S

dΩ
δm

4πG
=

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθsinθ
δm

4πG
=

δm

G
= δM (78)

Интегрируя δHξ от метрики Минковского (Hξ = 0,m = 0) до заданной мет-
рики с m > 0, мы получаем, что H - полная энергия Шварцшильдовской
чёрной дыры.

3.2 Поверхностные заряды в теории высших спинов

Будем рассматривать свободную теорию высших спинов в пространстве
анти-де Ситтера [19] и найдём для неё поверхностный заряд. Интерес к этой
теории связан с тем, что в AdS пространстве, в отличии от плоского, возмож-
но построить теорию высших спинов с взаимодействием[8].
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3.2.1 Описание AdS полей в терминах объемлющего пространства

n-мерное пространство анти-де Ситтера может быть представлено как ги-
перболоид, вложенный в объемлющее плоское псевдоевклидово (n+1)-мерное
пространство с метрикой:

ηAB = (−,+, ...,+,−) (79)

В этом пространстве уравнение гиперболоида выглядит как:

ηABX
AXB = −R2 (80)

Где R - параметр, отвечающий за кривизну гиперболоида. В дальнейшем,
для простоты будем полагать R = 1.

Удобным оказывается описание полей на AdS через объемлющее простран-
ство [20, 21, 19], см. также [22], то есть с помощью их продолжения с поверх-
ности гиперболоида на всё (n+1)-мерное пространство.

Мы будем рассматривать симметричные, бесследовые, бездивергентные по-
ля φA1A2...As

. Для сокращения записи удобно ввести в рассмотрение вектор
P относительно группы o(n − 1, 2) с компонентами PA, тогда с ним мож-
но свернуть индексы у поля φ и получить то, что называется производящей
функцией:

ϕ(X,P ) =
1

s!

∑
φA1...As

PA1...PAs (81)

Где ϕ рассматривается как функция от X и P . В дальнейшем для сокращения
записи будем обозначать ∂

∂XA = ∂A.
Cпин поля при этом можно выразить как:

PA ∂ϕ

∂PA
= sϕ (82)

Физические поля в пространстве анти-де Ситтера будут определены только
на поверхности гиперболоида, поэтому от радиальной компоненты удобно
избавиться через условие однородности:

XA∂Aϕ = kϕ (83)

Где k - степень однородности, которую мы пока не фиксируем. Это означает,
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что, если мы введём новые координаты (r, xµ), где r =
√
−X2, а xµ таковы,

что XA∂Ax
µ = 0, то поле ϕ в этих координатах будет иметь вид:

ϕ = ϕ0(x
µ, P )rk (84)

Наложение этих условий позволяет написать систему уравнений на поле ϕ, а
именно:

Mass-shell условие:
∂A∂

Aϕ = 0 (85)

Условие бездивергентности:

∂A ∂

∂PA
ϕ = 0 (86)

Условие трансверсальности:

XA ∂

∂PA
ϕ = 0 (87)

Условие бесследовости:
∂

∂PA

∂

∂PA
ϕ = 0 (88)

При наложении дополнительного условия:

(XA∂A − s+ 2)ϕ = 0 (89)

У этих уравнений появляется калибровочная инвариантность ϕ → ϕ+PA∂Aλ,
где параметр λ удовлетворяет условиям (85-89) в которых s− 2 заменено на
s − 1. Более подробное описание данной конструкции и обоснование накла-
дываемых условий может быть найдено в работах [22, 23]

3.2.2 Явное построение поверхностного заряда

Вообще говоря, выражение для поверхностных зарядов в теории высших
спинов известно [5]. Однако, приведённое выражение весьма громоздко, а
также не обладает относительно изометрий AdS пространства явной инвари-
антностью. Поэтому нашей задачей будет поиск выражения, которое лишено
этих недостатков.
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Пусть λ - параметр приводимости, то есть помимо условий (85-89), удовле-
творять ещё и условию:

PA∂Aλ = 0 (90)

Рассмотрим следующий бивектор:

ΨAB = (
∂

∂PB
∂Aϕ, λ) + (

∂

∂PA
ϕ, ∂Bλ)− (

∂

∂PA
∂Bϕ, λ)− (

∂

∂PB
ϕ, ∂Aλ) (91)

Где скалярное произведение определено как свёртка индексов, например:

(
∂

∂PA
ϕ, λ) = φAB1...Bs−1

λB1...B
s−1

(92)

Этот бивектор касателен к гиперболоиду, поскольку XAΨ
AB = 0. Действи-

тельно:

XAΨ
AB = (s− 2)(

∂

∂PB
ϕ, λ)−XA(

∂

∂PA
∂Bϕ, λ)− (s− 1)(

∂

∂PB
ϕ, λ) (93)

Воспользовавшись во втором слагаемом правилом Лейбница и условием (87),
получим:

XAΨ
AB = (s− 2)(

∂

∂PB
ϕ, λ) + (

∂

∂PB
ϕ, λ)− (s− 1)(

∂

∂PB
ϕ, λ) = 0 (94)

Теперь нужно проверить, что эта величина сохраняется, то есть должно
быть выполнено условие ∂AΨ

AB = 0. Проверим это:

∂AΨ
AB = (

∂

∂PB
∂Aϕ, ∂Aλ)+ (

∂

∂PA
ϕ, ∂A∂

Bλ)− (
∂

∂PA
∂Bϕ, ∂Aλ)− (

∂

∂PB
∂Aϕ, ∂

Aλ)

(95)
Первое и четвёртое слагаемое сокращаются, а для зануления второго и

третьего слагаемых нам понадобится следующее свойство оператора ∂
∂PA :

(
∂

∂PA
ϕ, λ) = (ϕ, PAλ) (96)

Воспользовавшись им во втором слагаемом, получим:

(
∂

∂PA
ϕ, ∂A∂

Bλ) = (ϕ, ∂BPA∂Aλ) = 0 (97)
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Поскольку PA∂Aλ = 0 как условие приводимости. Аналогично для тертьего.
В качестве предварительного вычисления также выясним, чему равняется

XC∂CΨ
AB. Рассмотрим первое слагаемое, для остальных результат аналогич-

ный:

XC∂C

(
∂

∂PB
∂Aϕ, λ

)
=

(
∂

∂PB
XC∂C∂

Aϕ, λ

)
+

(
∂A ∂

∂PB
ϕ,XC∂Cλ

)
=(

∂

∂PB
∂AXC∂Cϕ, λ

)
−

(
∂

∂PB
∂Aϕ, λ

)
+ (s− 1)

(
∂

∂PB
∂Aϕ, λ

)
=

(2s− 4)

(
∂

∂PB
∂Aϕ, λ

)
(98)

Соответственно, XC∂CΨ
AB = (2s− 4)ΨAB.

Теперь необходимо доказать, что этот бивектор действительно задаёт по-
верхностный заряд на AdS. Для этого введём в рассмотрение форму

K =
1

(n− 1)!
εBCA1...An−1

ΨBCdXA1...dXAn−1 (99)

Условие ∂BΨ
BC = 0 означает, что

dK = 0 (100)

Введёная форма K - (n− 1) форма в объемлющем пространстве, что озна-
чает, что и будучи ограниченной на AdS, она останется (n − 1) формой.
Необходимо найти (n − 2) форму, которая будет давать поверхностный за-
ряд на гиперболоиде. Для этого подставим в (n − 1) форму векторное поле
X = XA∂A, которое перпендикулярно к поверхности гиперболоида. Тогда
получившаяся (n − 2) форма KX = ιXK будет претендентом на то, чтобы
определять поверхностный заряд на гиперболоиде. Заметим, однако, что в
определении формы KX есть неоднозначность, связанная с тем, что её мож-
но домножать на (−X2)α, что не скажется при "сужении"на AdS, поскольку
на гиперболоиде −X2 = 1. Рассмотрим теперь форму K̂

α

X = (−X2)αKX и
заметим, что:

dK̂
α

X |AdS = dKX |AdS (101)

21



Поскольку при "сужении"на AdS: −X2 = 1 и XAdX
A|AdS = 0. Выберем

α = −2s+n−6
2 и заметим, что:

d((−X2)αKX) = LX(K(−X2)α)− ιXd(K(−X2)α) =

= LX(K(−X2)α)− ιXdK(−X2)α − ιX(XAdX
AK) (102)

Воспользуемся теперь тем, что dK = 0 и XAdX
A|AdS = 0.Тогда в (102) про-

падёт второе слагаемое, а ιX(XAdX
AK) даст K. То есть при ограничении на

AdS формула 102 даст:

d((−X2)αKX)|AdS = LX((−X2)αK)− K (103)

Вычислим теперь LX((−X2)αK). Для сокращения записи введём следую-
щее обозначение: (−X2)αΨAB = Ψ̂AB. Тогда:

LX(K(−X2)α) = XA∂AΨ̂
BCεBCA1...Ad−1

dXA1...dXAn−1+

+Ψ̂BCεBCA1...An−1
∂DX

A1dXD...dXAn−1+...+Ψ̂BCεBCA1...An−1
dXA1...∂DX

An−1dXD =

= (2α + 2s+ n− 5)K (104)

Поскольку XC∂CΨ̂
AB = (2α+2s− 4)Ψ̂AB. Тогда выражение 103 переходит

в
LX(K(−X2)α)− K = (2α + 2s+ n− 6)K = 0 (105)

В силу выбора α = −2s+n−6
2 . Итого, поскольку значение dK̂

α

X |AdS не зависит
от α, но равно 0 при нашем выборе α, следует, что dKX |AdS = 0. Таким
образом форма, определяющая поверхностный заряд на пространстве анти-
де Ситтера выглядит как:

KX = ιXK (106)
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4 Заключение

В работе изучались поверхностные заряды в различных теориях. Во вве-
дении была объяснена мотивация для их изучения, а также приведено вы-
числение для электродинамики Максвелла.

Вторая глава работы посвящена описанию математических концепций, ис-
пользуемых для изучения полей, их симметрий и сохраняющихся величин.
Приводится описание вариационного бикомплекса и объяснение того, как па-
раметры приводимости теории соотносятся с поверхностными зарядами. Для
нелинейных теорий объясняется процесс линеаризации и поиска параметров
приводимости в линеаризованной теории.

Третья глава работы посвящена установлению конкретного вида поверх-
ностных зарядов в различных теориях. Для общековариантных теорий при-
водится выражение для (n−2, 1) формы, которая даёт поверхностный заряд в
линеаризованной теории. В качестве иллюстрации применения этого извест-
ного результата, путём вычисления этой формы для метрики Шварцшильда,
показано, что этот поверхностный заряд определяет энергию чёрной дыры.

В теории высших спинов предлагается выражение для поверхностного за-
ряда в терминах объемлющего пространства 106, которое явно содержит
o(n−1, 2) симметрию пространства анти-де Ситтера и поэтому является усо-
вершенствованием результата, полученного во внутренних терминах, в кото-
ром эта симметрия была лишь неявно [5]. Тем не менее, данный результат
получен в частичной калибровке поля ϕ и в дальнейшем может быть усо-
вершенствован путём его нахождения в случае, когда частичная калибровка
снята.
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